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学位論文要旨
テンソルくりこみ群によるCP(N − 1)モデルの解析




In this thesis, the tensor renormalization group (TRG) methods are applied to the two dimensional
lattice CP(N − 1) model in the presence of the θ term. In order to apply the TRG methods, a tensor
network representation of the partition function is derived. Using this tensor, we especially analyze
the CP(1) model. In the case of θ = 0, we confirm that the numerical results of the CP(1) model are
consistent with that of the O(3) model which is analyzed by the same method in the weak coupling
region β ≫ 0 and that obtained by the Monte Carlo simulation in a wide range of β. In the case of
θ ̸= 0, the phase structure of the CP(1) model is analyzed and we confirm that the result of the TRG
is consistent with that of the strong coupling analysis studied by a previous research when β is small.
We also investigate the larger β region and find the tendency that the order of the phase transition
at θ = pi is the first order for β ≤ 0.3 and the second order for 0.4 ≤ β. For more precise analysis, we
implement the loop optimization for tensor network renormalization and confirm the effectiveness for
the analysis of the CP(1) model in the case of θ = 0.
背景
1983年、F. D. M. Haldane は 1次元反強磁性Heisenbergモデルにおける基底状態と励起状態のエネ
ルギーギャップについて考察し、スピン Sが半奇数 (S = 1/2, 3/2, 5/2, · · · )の場合はエネルギーギャップ









された座標 x = (x1, x2)を用いて、






∂µφ · ∂µφ− iθ
8pi
ϵµνφ · (∂µφ× ∂νφ)
]
(1)
と書ける。ここで、φは 3成分の単位ベクトルであり、gと θはスピン Sを用いて、g = 2/S, θ = 2piS
と表される。よって、θ項は経路積分に対し ei2piSQの形で寄与する。つまり、
• スピン Sが整数 (S = 1, 2, 3, · · · ) θ = 0 ギャップあり
• スピン Sが半奇数 (S = 1/2, 3/2, 5/2, · · · ) θ = pi ギャップなし








法などが用いられた。結果として、θ = pi において 2次相転移が見つかり、その臨界指数が k = 1の
Wess-Zumino-Novikov-Witten (WZNW)モデルのユニバーサルクラスに属することが分かった。
一方、場 φに φ = z∗σz と代入することで、上の O(3)モデルの作用を 2次元 CP(N − 1)モデルの
N = 2の場合 (CP(1)モデル)の作用に書き換えることができる。ここで、zは大きさ 1の 2成分複素ス
カラー場であり、σ = (σ1, σ2, σ3)はパウリ行列である。その CP(1)モデルの作用 SCP (1)を書くと、












図 1: Schierholzが予想した β − θ平面における CP(N − 1)モデルの相構造。







また、SchierholzはCP(N − 1)モデルが量子色力学 (Quantum chromodynamics, 以下QCD)のトイ
モデルであることに着目し、もしCP(N − 1)モデルから θが自然に 0となる機構を見つけることができ
れば、 QCDでも同様の機構により「強い CP問題」が解決される可能性があると主張した。強い CP
問題とは、「QCDを記述するラグランジアンに含まれる任意パラメータ θ が実験的に高い精度で 0に
制限されているのはなぜか」という問題であり、素粒子理論における重要な未解決問題の 1つである。
SchierholzはCP(N − 1)モデルにおける θが 0となる機構として次のようなシナリオを考えた。図 1の
ような、CP(N − 1)モデルに含まれる結合定数の逆数 β とパラメータ θで張られる空間で、θの値に
よって閉じ込め相と非閉じ込め相に分けられたとする。もしこのような相図が描けたとすれば、連続極
限 (β → ∞)を取りつつ、現実の QCDと同じ閉じ込め相であるためには θの値が 0の場合に制限され
る可能性があると考えた。Schierholzはモンテカルロ法に基づく方法を用いてCP(3)モデルにおける非
閉じ込め相を発見し、図 1のような相図を描くことでこのモデルにおいて強い CP問題が解決される可
能性を示した。しかし一方で、Plefkaと Samuelや Imachiらは Schierholzと同様の数値解析を行なった
が、非閉じ込め相に対して否定的な結果を得ている。
そこで、本研究では複素作用問題の影響を一切受けない手法であるテンソルくりこみ群 (Tensor renor-







図 2: テンソルネットワークのくりこみ手法の主な流れ。まず、計算したい量 (ここ
では分配関数)のテンソルネットワーク表示を行う。そして、テンソルネットワー











for tensor network renormalization, 以下 Loop-TNR)を用いた。
TRGは、図 3のように、テンソルの分解と縮約という 2つのステップからなる。テンソルの分解に
よりテンソルの数は 2倍になる (図の中央)、テンソルの縮約によりテンソルの数は 1/4倍になるので、
合わせて 1/2倍になる。ただし、ここでテンソル T を行列とみなして特異値分解した時に現れる特異値
のうち、小さい特異値を捨てることで近似的に T ′ を表す。この取り込む特異値の数は、各くりこみス
テップでDcutに固定することにする。また、Dcutはくりこまれたテンソル T ′の足の自由度に対応する。
Dcutを増やすことで計算精度を上げることができるが、それに伴い計算時間も増えることになる。くり
こまれたテンソル T ′を再び T とみなして同じ操作を何度も繰り返すことで、多くのテンソルからなる









図 3: TRGを構成する 2つのステップ。TRGは「テンソルの分解」と「テンソル
の縮約」から成る。




































テンソルネットワークのくりこみ手法を用いて 2次元CP(N − 1)モデルを解析するために、このモデ
ルの分配関数 Z を格子化し、そのテンソルネットワーク表示を求めた。ここで我々は、character展開
と character-like展開を用いることでボルツマン因子を新しい整数で展開し、場の自由度に関する積分
をすることで解析的にテンソルネットワーク表示を得た。このテンソル T は図 6のように描ける。ここ
で、テンソルの足 ((lt;mt), {b}, tp)に注目すると、lt,mt, {b}, tpという 4種類の添え字がある。最初の添














































































限 (β → ∞)に近づくにつれて 2つの方法によ
る結果も近づいているのが分かる。
のようになる。テンソルの各足は整数の値を取り、無限の自由度を持つので、このテンソルを数値計算に
用いるためには有限の自由度で打ち切る必要がある。式 (4)の中の βに依存する関数 IN−1+ls+ms(2Nβ)
は第 1種変形ベッセル関数であり、添え字 ls,msが大きくなるほど小さくなる関数である。また、式 (4)
の中の θに依存する項も |sp|が大きくなるほど小さくなる。テンソルの他の足の添え字に関しても同様
である。よって、実際の数値計算では、テンソル T を
T = T ′(β)⊗ T ′′(θ) (5)
と分けた時、テンソル T ′(β)の足の自由度をDβ、テンソル T ′′(θ)の足の自由度をDθで打ち切ることに
する。この時、初期テンソル T の足の自由度はDcut = Dβ ×Dθとなる。また、各くりこみステップに
おけるくりこまれたテンソルの足の自由度も初期テンソルと同じDcutで固定することとした。このテン
ソルネットワーク表示を用いた解析結果を以下に示す。
θ = 0の時の 2次元格子CP(1)モデルの数値解析
まず、N = 2, θ = 0の場合について、テンソルネットワークのくりこみ手法によりCP(1)モデルの分
配関数を計算した結果を示す。θ = 0の場合、θに依存するテンソル T ′′(θ)は 1となり、また、添え字 lと

















図 9: TRGと Loop-TNRを用いて計算した CP(1)モデルの 220 × 220格子での比
熱の計算結果。縦軸は比熱、横軸は結合定数の逆数 βである。
order TRG, 以下HOTRG)を適用することでCP(1)モデルの平均エネルギーを計算した。図 7は、4×4
格子での CP(1)モデルの平均エネルギーを HOTRGとモンテカルロ法の 2つの方法を用いて計算した
結果である。平均エネルギーEは







106配位を用いて解析した。統計誤差はジャックナイフ法を用いて見積もり、自己相関時間は β = 0− 0.8
の範囲で τint = 1− 65となった。図 7より、HOTRGの結果は lmaxを増やすとモンテカルロによる結果
に近づくことが分かる。





+ EO(3)(β) = ECP(1)(β) + 6 (7)
の関係がある。この関係を用いてO(3)モデルの結果 EO(3)を CP(1)モデルの結果 ECP(1)(β)に重ねて














































で定義される。図 9は数値微分を用いて比熱Cを計算した結果である。テンソルの足の自由度はDβ = 21、
1辺の格子サイズは L = 220である。Loop-TNRにおけるループ最適化の回数はNopt = 1または 10と
した。分配関数の誤差が大きい場合、βの数値微分により生じる揺らぎが大きくなる。図 9から分かる
ように、Noptが大きくなるにつれて揺らぎが小さくなっている。
θ ̸= 0の時の 2次元格子CP(1)モデルの解析結果
θ ̸= 0の場合について、図 10と図 11に CP(1)モデルの分配関数を TRGと強結合展開を用いて計算
した結果を示す。1辺の格子サイズは L = 220である。TRGではDβ = 5, Dθ = 2として計算している。
強結合展開の結果は Plefkaと Samuelが求めた分配関数の式を用いた。図 10から、β = 0.2では 2つの
方法による解析結果が一致しているのが分かる。よって複素作用問題が生じる系に対して TRGによる
解析が正しく機能していることがわかる。一方で図 11の β = 0.7の結果では、2つの方法による解析結
果にずれが生じているのが分かる。このずれは、強結合展開による方法が βが小さい領域でのみ有効な
手法であることから生じていると考えられる。強結合展開を用いた先行研究では、自由エネルギーの最







































図 13: β = 0.6での χmaxの体積依存性。
てはさらなる調査が必要である。本研究で TRGを用いて解析した領域 0 ≤ β ≤ 0.8では非閉じ込め相
は見つからなかった。
次に、θ = piでの相転移の次数を調べるために θ = pi近傍の解析を行った。図 12に β = 0.6の時の












χmax = χ(θ = pi) (10)
となり、相転移の次数は、χmaxの体積依存性を
χmax ∝ Lb (11)



















図 14: 各 βにおける式 (11)の指数 b。
以上の指数 bを求める手順を β = 0.0 ∼ 0.8で 0.1刻みで行なった。各 βで bを計算した結果を図 14
に示す。0 ≤ β ≤ 0.3では bはほぼ 2となり、これは 1次相転移を意味する。一方、0.4 ≤ β ≤ 0.8では、
bは 2より小さくなり、2次相転移を意味する。この βが大きくなるにつれて 2次相転移となり、その指
数が変化する振る舞いは、Azcoitiらによる解析と似た結果となっている。ただし、TRGによる解析は
テンソルの足の自由度の打ち切りDcut = Dβ ×Dθから生じる系統誤差を含んでいるためDcutを増やし
た時の収束を調べる必要がある。
展望




2) θ ≃ piの相転移点近傍の解析をより高精度で行うために Loop-TNRを用いた解析を行う。
3) より大きな βやN での解析を行う。
1)と 3)の大きなDcutやN での解析は計算コストが非常に増えてしまうため、より低コストなくりこみ
手法の開発も視野に入れる必要がある。
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